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Eigenwertpfobleme mit Differentialgleichun¬ 
gen vierter Ordnung für die Orthogonal¬ 
polynome vom Laguerretyp, 
Legendretyp und Jacobityp 

Von 

P. A. Lesky 

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 22. Jänner 1998 
durch das w. M. Leopold Vietoris) 


1. Einleitung 

In den Arbeiten [4] (1938) und [5] (1940) hat H. L. Krall über Momenten¬ 
determinanten alle möglichen Fälle für Orthogonalpolynome, die Lösun¬ 
gen von Eigenwertproblemen mit linearen homogenen Differential¬ 
gleichungen vierter Ordnung sind, angegeben. Dabei entstanden 
Differentialgleichungen vierter Ordnung für die klassischen Orthogonal¬ 
polynome und für drei weitere Fälle, die von A. H. Krall in [3] (1981) als 
Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp bezeichnet wurden. Schon H. 
L. Krall hat in seinen Arbeiten gezeigt, daß in den drei letzten Typen 
Gewichtsfunktionen mit Unstetigkeiten in den endlichen Endpunkten 
der Orthogonalitätsintervalle auftreten. Wahrscheinlich handelt es sich 
dabei um die ersten Polynomtypen, die im Sinne eines “gemischten” 
Skalarproduktes orthogonal sind. 

In einer vorangehenden Arbeit [7] wurden die Differentialgleichungen 
vierter Ordnung für die klassischen Orthogonalpolynome auf eine von 
H. L. Krall verschiedene Art gewonnen. Dabei sollten insbesondere die 
endlichen klassischen Orthogonalsysteme (Romanovski-Jacobi, Roma- 
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novski - Bessel und Romanovski — Pseudojacobi) Berücksichtigung fin¬ 
den. Hier folgen die Orthogonalpolynome vom Laguerretyp, Legendre- 
typ und Jacobityp. Über die Arbeit von A. H. Krall [3] hinausgehend 
werden unter Verwendung des Satzes von Favard ([1], [6]) a//e möglichen 
positiv definiten (unendlichen und endlichen) Orthogonalsysteme^ die aus den 
entsprechenden Differentialgleichungen vierter Ordnung hervorgehen, 
angegeben. Dabei zeigt sich, daß die dreigliedrigen Rekursionsformeln 
für die monischen Polynome vom Jacobityp wesentlich einfacher als in [3] 
ausfallen. Außerdem können Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
für die Polynome vom Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp angege¬ 
ben werden. Deren Berechnung danke ich Herrn W Koepf (Zuse- 
Zentrum, Berlin-Dahlem). 


2. Differentialgleichungen, Polynomdarstellungen, 
dreigliedrige Rekursionen 

2.1. Laguerretyp 

Für die Polynome vom l^aguerretyp entnimmt man [5] die Differentialglei¬ 
chung vierter Ordnung 

+ 2)j'" + x{x + P + 4)j/" + {vx + v- 2)j' = \„J„ 

( 2 . 1 . 1 ) 

(/? = 0,1,2,...; j,; sind Polynome vom /?-ten Grad in x; v ist ein reeller 
Parameter; sind die Eigenwerte). 

Der Ansatz 


= ( 2 . 1 . 2 ) 

k=0 


liefert die Eigenwerte 

A,; = n{n + V — \) (2.1.3) 

und die dreigliedrige Koeffizientenrekursion 

{n — k) (n -\- k-\- V — = (/^ + l)[(2/fe + e^) (/^ + 1) ~ 2]^,;^^_i_i 

+ k{Je. \ ) [k 2) {k 

{k~n — 1,;^ — 2,...; = 0). Daraus ergibt sich 

n^in—X^^ {n-j-X-X^^ 


2y 


(n —j X) {v2n — 2) 


* n^n 
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n = 1,2,3,... und 7 = 1,2, ,wenn v ^ —2n + 2 vorausgesetzt 

wird. Damit entstehen für (2.1.1) die (monischen) Polynomlösungen 




n. —n l\ 2nx 


/;-l 


-’x/ V -\-2n — 2 


2J^o 


-n^\—n 1 


2nx 


n-\ 


V + 2n — 2 


2>Jr\ 


-n^ —n^ \vx + nx — X — n + \ 1 \ 

1 I 5 ~ 1 

^PX nx — X — n X j 

(2.1.4) 


[n — 1,2,3,...;^/ —2n + 2\ a,j^„ = 1 ; l^aguerretyp). 

Für die monischen Polynomlösungen (2.1.4) von (2.1.1) findet man 
neben joM = 1 undj/i(x) = x — fo triit ~ ^ die dreigliedrige 

Rekursion 


y„+\{,x) = {x- - d,ij„-i{x) («= 1,2,3,...) (2.1.5) 

mit 

2(^ — 2) n^{v2n — A) [v2n) 

{v^2n- 2) {v -]-2n) ^ ’ '' (^ 2;/ - 2) ^ 

( 2 . 1 . 6 ) 

Die Differentialgleichung (2.1.1) geht nach Multiplikation mit einer zwei¬ 
mal differenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form 

+ {[i^x(x ~\-v-\-A) — [ndx^)”]j\y = n{n-\- p — \ 

über, wenn für w die Differentialgleichungen 

2(z^x^) ^ = 2tpx{x + 2) und [wx{x + p + A)Y — {wx^) 

= w{px + 2 ^ — 2) 

gelten. Daraus entsteht;;^ = ^ und man erhält zu (2.1.1) die selbstadjun¬ 

gierte Form 

[y + [{px — 2)eyy — n{n-\-P — l)^"^/;- (2.1.7) 

Mit Hilfe Zeilberger-artiger Algorithmen ergibt sich für die Polynome 
j/;(x) aus (2.1.4) die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

x[{v + 2n) {p + 2n — 2)x + 2{p — 2)]yl + [{p + 2n) {p -\-2n — 2)x 
(x+l)+2(.-2) (x + 2)]j: 

= [{p + 2n) {p -\~2n — 2)x(x + 1) + A{p n — 1)] jw 

(/? = 0,1,2, .), in der alle Koeffizienten von n abhängen. 


( 2 . 1 . 8 ) 
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2.2. Legendretyp 

Für die Polynome vom l^egendretjp entnimmt man [ 2 ], [4] und [5] die 
Differentialgleichung vierter Ordnung 

( 2 . 2 . 1 ) 

+ 4(/ + 3) (x^ — \)y” + 8 /xj'^ = \,jjn 

= 0,1,2,.. ]j,j sind Polynome vom n-t^n Grad in x; t ist ein reeller 
Parameter; \,j sind die Eigenwerte). 

Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte 

A, = n{n + \)[n{n + 1 ) + 2 ( 2 / - 1 )] ( 2 . 2 . 2 ) 

und die dreigliedrige Koeffizientenrekursion 

{n — k){n- k + 1) [n{n + l) + k{k + l) + 2 ( 2 / - 
= -2{k + l){k +2) [k{k + 3) + 2(/ + 3)]^,,^+2 + (/fe + 1) 

{k + 2) (^ + 3) {k -f 4 )ö,;^^+4 


{k = n — 2,n — 4^,.. ] — 0)- Daraus ergibt sich 

[-\yn{n - 1) {n- 2j + 1) [2/ + n{n - 1) + 4j\ 

a»,"- 2 j - ., 2 ^( 2 ^ _ ( 2 ^ _ 3 ) ( 2 ^ - 27 + l) [ 2 / + n{n - 1 )] 

für = 1,2, 3,... undy = 1, 2 ,.. ,wenn 2/ 7 ^ —n{n — 1) vorausge¬ 
setzt wird. Damit entstehen für ( 2 . 2 . 1 ) die (monischen) Polynomlösungen 


^ 3)^2 


\-n 
2 ’ 

-« + 5 , 


i[2/+«(«-i)] + i. n , . 

1 [2/+«(«-!)] 


(;? = 1,2, 3,...; 2/ 7 ^ ~n{n — 1); — 1; l^egendretyp)\ es handelt sich 

um symmetrische Polynome. 

Für die monischen Polynomlösungen (2.2.3) von (2.2.1) findet man 
nebenjo(‘>^) = 1 undjt(x) == x die dreigliedrige Rekursion (2.1.5) mit 
^0 = 0 und 

n'^[2t ^{n-\){n- 2)] [2t -^{n+\){n + 2)] 

( 2 «- 1 ) ( 2 «+ 1 ) [ 2 /+ «(»-!)] [ 2 /+ «(« + !)] 


(2.2.4) 

(«=1,2,3, .). 

Die Differentialgleichung ( 2 . 2 . 1 ) geht nach Multiplikation mit einer 
zweimal differenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form 

[n>{x^ - 1) x']” + [{M/ + 3)(x^ - 1) - - 1 )Y'IjI] 

= »(« + !)[»(« + 1 ) + 2 { 2 t — l)]j„ 
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über, wenn für w die Differentialgleichungen 

— l)^]^ = %wx{x^ — 1) 

und 

[4;^(/+ 3) (x^ ” 1)]^ “ \jv{x^ — \ = %wtx 

gelten. Daraus entsteht w = und man erhält zu (2.2.1) die selbstadjun- 
gierte Form 

[(x^-l) j"]" + [4 (/x2-/-2)7',]' = n{n+\)[n{n+\) + 

(2.2.5) 

Hier ergibt sich für die Polynomej,;(x) aus (2.2.3) die Differentialglei¬ 
chung zweiter Ordnung 

(x^ — l){4(x^ — !)(;? — 1)(^ + 'i)\n{n + 1) + 4/] 

+ 16/[(/ + 3)x^ — / — + 2x{4(x^ — l){n — l){n + 'i)\n{n + l) 

+ 4t] + 16/[(/ + 3)x^ - / + 1]}+ l){4(x^ — l){n — 1) 

(;; + 2) [n{n + 1) +4/] 

+ 16{n — l)(n + 2) + 16/[(/ + 3)x^ — / + (2.2.6) 

(;? = 0,1,2,...), in der alle Koeffizienten von n abhängen. 

2.3. Jacobityp 

Für die Polynome vom Jacobityp entnimmt man [5] (in [3] berichtigt) die 
Differentialgleichung vierter Ordnung 

(x^ — x^jI^ + 2(x^ — x)[(r + 2)x — + rx[{r +/ + 3)x 

-f - 4] j" + r[{fr - 2)x -f + 2]y[ ^ \„j„ (2.3.1) 

(// = 0,1,2,... \y,j sind Polynome vom n-ttn Grad in x;/ und r sind 
reelle Parameter; A,; sind die Eigenwerte). 

Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte 

A,; = n{n + r — l)[n{n + r — 1) + r{f — l) — 2] (2.3.2) 

und die dreigliedrige Koeffizientenrekursion 

— k )(/2 4- k 4- r — + k + + r — 2) + r{f — 2) 

— k{n — k — \)]a„^k = — (/fe + 1) \2k{k 4- 2){r 4- k — 1) 

+ r{f — 2){k4- \ )\a„^k+\ + 4- \ ){k 4- 2){k 4- 
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im. 


(/fe = «-!,«- 2 , = 0). Daraus ergibt sich 

_ { — iyn{n — 1 ) (n —j + !)(/? + X)n ... [n —j + 2 ) 
^ j\{n + \^{2n + r — 2)(2;? + r — 3) (2/? + r —j — 1 ) 

2j{n + r — 2) 


n —j + 1 


2n{n + r — 2 ) + r(/ — 2 )J 


(2.3.3) 


für n~ 1,2,3,. und j = 1,2,...,;?, wenn r 2 — 2;?, 3 — 2 ;?,. und 
— 2 ) ^ —2n{n + r — 2 ) vorausgesetzt werden. Unter Verwendung 
der Abkürzungen 

s = r{f — 2) und u = 2{n-\-\){n + r — 2) 


entstehen dann für (2.3.1) die (monischen) Polynomlösungen 


jy//(‘^) X2F \ 

d 


—/?, —1 
^ ^^2 — r — 2;?’.vy 

2 /?(;? + r — 2 )x''“^ 


r 2 Fi 


-n^\—n 1 




(2;? + ?" — 2)[2;?(;? + r — 2)+j-]" ‘\3 — r — 2;?'x 

/ , -;?r-(;?- 1 )?? \ 

1 


—/?, —1 — ;?, 
—2 — r — 2n^ 


s u 
-(/? + l)j* — ;???’ X 


(2.3.4) 


s u 


) 


(;? = 1,2, 3,.. ; r 2 — 2;?, 3 — 2;?,.. und s 7 ^ —2n{n + r — 2); = 

1; ]acobityp). Für die monischen Polynomlösungen (2.3.4) von (2.3.1) findet 
man nebenj/o(-^) = 1 undji(x) = x — fo(<^o ^.(^+ 2 /— 2 ) ) dreiglie¬ 
drige Rekursion (2.1.5) mit 


OLS^ + 8;/(/? -h !)(/?+ r — !)(;? -|- ;* — 2)j- Ar 4n{n -f l){fi A- r — l ){/2 — 2)ß 

(2n + r)(2/? + r — 22)\2n{n -f r — 2) -f j*] [2(/? -|- 1)(/? + r — 1) -h j’] 

(2.3.5) 

{a = 2{n^ — — 1) + (2;? + 0^? ß — “I" 

^ _ ;?^(/? + r — 2)^[2(;? —l)(;? + r — 3)+ j-][ 2(;? + l)(;? + r — 1 )+j*] 
( 2 ;? + r — 3) (2;? + r — 2)^(2;? + r — l)[2;?(;? -f r — 2) -f 

(2.3.6) 

(/?=!,2,3,...). 
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Die Differentialgleichung (2.3.1) geht nach Multiplikation mit einer 2 wei- 
mal differenzierbaren Funktion w in die selbstadjungierte Form 

+ \\jprx\ir +/ + 3)x — f — 4] 

- [iv{x^ - x) YIj'I]' = 

über, wenn für w die Differentialgleichungen 

2\w{x^ — x)'^\ = 2w{x^ — x)[(r + 2)x — 2] 

und 

{u>rx[{r + / + 3)x — f — 4]}^ — \jp{x^ — x)^\” 

~ 7vr[{rf — 2)x — f + 2] 

gelten. Daraus entsteht =(1— ^(0<x<l), und man erhält zu 

(2.3.1) die selbstadjungierte Form 

[x^(l - x)'y'y + [{rx(l - x)'y{r +f + 3)x -J - 4] 

— [x^{\ — = n{n-\-r — \)[n{n + r — 1) + r(/ — 2) 

+ r - 2](1 - x)'~'^y„. (2.3.7) 

Für die Polynome j,;(x) aus (2.3.4) ergibt sich die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(x^ — x^\Axn{n — l){n + r -\- l){n -\- r — 2) + xr{rf — 2){4n +/ — 2) 

— 2r{f — 2 )\jI + {4(1 — rxy[xn{n — l){n r \){n -\- r — 2) 

+ xrfn{n — l) + xrn{rf — 2) — r(/ — 2)] ~ — 2)[x{rf — 2) 

— f + 2]} = n{n + r — l)[4xn(n — l)(/? + r + l)(;^ + r — 2) 

+ xr{rf — 2){4n +/ — 2) — 4{n + l)(n + 2) — 4r{n +/ — 1)] J// 

(2.3.8) 

{n = 0,1,2,...), in der alle Koeffizienten von n abhängen. 

3. Orthogonalität 

Die Orthogonalitätsfunktionale zu den Polynomlösungen j,;(x) von 

(2.1.1) , (2.2.1) und (2.3.1) können wegen des Vorliegens dreigliedriger 
Rekursionen mit Hilfe des Satzes von Favard ([1], [6]) ermittelt werden. 
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Der Satz von Favard besagt folgendes: Für die aus den dreigliedrigen 
Rekursionen (2.1.5) hervorgehenden (monischen) Polynome j,;(x) exis¬ 
tiert genau dann 

a) ein quasidefinites Orthogonalitätsfunktional L, wenn die d,j 
{n = 1,2, 3,...) aus (2.1.5) von null verschieden sind; 

b) ein positiv definites Orthogonalitätsfunktional L, wenn die c,j 
(/? = 0,1,2,...) reell und die d„ [n— 1,2, 3,...) aus (2.1.5) positiv 
sind. 

Nach Festlegung von D[l] = gilt dann 

jyffj jyd^dx .. (3.1) 

(;?, = 0,1,2,...; ist das Kroneckersymbol; bei a) muß d{) ^ 0 und 

bei b) dQ>0 festgelegt werden). 

Die Berechnung des Funktionais D erfolgt mit Hilfe von D[ j/,;] = 0 für 
/? = 1,2, 3,... Endliche Orthogonalsysteme lassen sich im Sinne von 
[6] ermitteln. 


3.1. Lagueffetyp 

Durch Aufschichtung der d,j aus (2.1.6) entsteht 
n\n\{v — 2){v -\- 2n) 


d\d2 .. .d„ = 


(«-1,2,3,...), 


v{v -\-2n — 2 ) 

wozu man im Hinblick auf die unten angegebene Realisierung 

{d, =) L[\]=^ 

festlegen kann. Damit ergibt sich formal für die l^aguerretjp-Volynomt 

g («,«? = 0,1,2,...). (3.1.1) 

p -\-2n — 2 


Dazu bestehen folgende Möglichkeiten für Orthogonalität: 

a) Für Orthogonalität im quasidefiniten Sinn braucht man d,, 0, also 

vfi^A — 2n (/? = 1,2,3,...). (3.1.2) 

b) Für Orthogonalität im positiv definiten Sinn braucht man bei einem unend¬ 
lichen Orthogonalsystem d,} > 0 für alle n E N, also v > 2. 

c) Für Orthogonalität im positiv definiten Sinn braucht man für ein endliches 
Orthogonalsystem mit N 1 Polynomen (N G > 0 für= 1,2,..., 
N, also 


V = —2iV — p mit 0 < p < 2. 


(3.1.3) 
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Eine Realisierung des Orthogonalitätsfunktionais L ist bereits bei H. L. 
Krall in [4] zu finden: 


Llx”] = 


1*0 

J —oo 


für G f\l, 
^ für = 0, 


mit'0(x) 



für X = 0, 

für —oo < X < 0. 


(3.1.4) 


Mit diesen L[x^^] ergibt sich für die Laguerre typ-Polynome tatsächlich 
L[j„] = 0 fm f? = 1,2, 3,... Für entsprechend meßbare Funktionen^ 
und h läßt sich (3.1.4) das Skalarprodukt 



g[x)h{x) dx + —^ ^(0) /&(0) 
V — L 


(3.1.5) 


(Überstreichung bedeutet konjugiert komplex) überordnen. 


3.2. Legendretyp 

Durch Aufschichtung der d^ aus (2.2.4) entsteht 


d\d2, •» dfj 


1^.2^.y 


.. n 


't\lt + (« + 1)(« + 2)] 


12.32.52 


(2» - \Y{2n + !)(/ + 1)[2^ + n{n - 1)] 


(« = 1,2, 3 ...), wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea¬ 
lisierung 

(^0 =) L [^] = 2 


festlegen kann. Damit ergibt sich formal für die Legendretyp-Polynome 

r 2«!«!/[2f + («+ 1)(« + 2)] 

3 _ 3 _ 5 5 _ _ _ (2«-l)(2«-l)(2«-hl)(f-bl)[2/ -b n{n - 1)] 

(3.2.1) 


(;?, ^ = 0,1,2,...). Dazu bestehen folgende Möglichkeiten für Ortho¬ 
gonalität: 

a) Für Orthogonalität im quasidefiniten Sinn braucht man d^ 0, also 

2tfi-n{n-\) (;?= 1,2,3,. .). (3.2.2) 


b) Für Orthogonalität im positiv definiten Sinn braucht man bei einem unend¬ 
lichen Orthogonalsystem d,j > 0 für alle G l\l, also / > 0. 
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c) Für Orthogonalität \mpositiv definiten Sinn braucht man für ein endliches 
Orthogonalsystem mit N + 1 Polynomen (N G > 0 für= 1,2,... , 
N, also 

2t=-N{N-\)-p mit 0<p<2N. (3.2.3) 

Eine Realisierung des Orthogonalitätsfunktionais L ist bereits bei H. L. 
Krall in [3] zu finden: 


L[x'^] = = < {tl){2n1) 


2{t-\-n+ 1) 


für = 0,2, 4,..., 


für n = 1,3, 5,.., 


(3.2.4) 


1 für 


= s Tipf -l<x<l, 

I —1 für X = —1. 


(3.2.5) 


Mit diesen ergibt sich für die Legendretyp-Polynomej/,;(x) tatsä¬ 
chlich L[y„] = 0 für n = 1,2, 3,_Für entsprechend meßbare Funk¬ 

tionen^ und h läßt sich (3.2.4) und (3.2.5) das Skalarprodukt 


h) = 


überordnen. 


/+! J- 


J_1 ^ ^ ^ ^ / + 1 / + 1 


3.3. Jacobityp 

Durch Aufschichtung der d,^ aus (2.3.6) entsteht 
d\d2 .. ,d„ 

_ _ (/7!)^(/’ — l)j[2(;; -h !)(;/ -I- — 1) -f s] _ 

r - -h r)^ {2n -f /* — Sf(ln r — l)[2(r — 1) + s][2r{fj -f r— 2)-}-j] 

{n = 1,2, 3,...), wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea¬ 
lisierung 


{äo =) L[\] 


rf — 2 

Kr -'i){f - 2.) 
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festlegen kann. Damit ergibt sich formal für die Jacobztyp-Polynome 

L[j,nJ'w] 

_ (;d)^(// - 2)[2(/?+ !)(/? + r - 1) + _ 

(/ 7 + + r)^ (2« + r — 2)^(2/?+ r - 1)[2(/' — 1) + s][2n{r n — 2) s] 

(3.3.1) 

(;?, = 0,1,2,...). Dazu bestehen folgende Möglichkeiten für Ortho¬ 

gonalität: 

a) Für Orthogonalität im quasidefiniten Sinn braucht man d,j 0, also 

rfi2 — n und s —2{n — X){nr —'S) = 1,2, 3,...). 

(3.3.2) 

b) Für Orthogonalität im positiv definiten Sinn braucht man bei einem unend¬ 
lichen Orthogonalsystem d„ > 0 für alleG N, also r > \ und s > 0 {f >2). 

c) Für Orthogonalität im positiv definiten Sinn braucht man für ein endliches 
Orthogonalsystem mit N + 1 Polynomen d„ > 0 für n = 1,2,..., Af, also 
etwa 


^•.1) r > 1 und — 2{N + 2)(N + r) < j < 

-2(N + l)(N + r-l); (3.3.3) 


wegen (3.3.3) entsteht f <2 und rf <2, also d^ > 0. 

Eine Realisierung des Orthogonalitätsfunktionais L ist bei H. L. Krall in 
[4] und bei A. M. Krall in [3] zu finden: 


mit 



— x)' ^ d'ip{x) 


{r — \)r {n + r — \) 

K''- l)(/-2) 


für « G N, 
für n = 0 


fi){x) = 


X für 


-2 

r(/ - 2) 


für 


0 < X < 1, 
X = 0; 


(3.3.4) 


(3.3.5) 


dabei wird r > 1 benötigt und wegen (3.3.2) ist kein Nenner null. Mit 
diesen L[x''] ergibt sich für die Jacobityp-Polynomej/„(x) tatsächlich 
-L[ j/,;] = 0 für n = 1,2, 3,.... Für entsprechend meßbare Funktionen^ 
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und h läßt sich (3.3.4) und (3.3.5) das Skalarprodukt 




'1 _ 

(1 — x)' g{>c) h{x) dx 4 


0 


2 

K/-2) 


^( 0 )^( 0 ) 


(3.3.6) 


überordnen. Auch darin ist wegen (3.3.2) der Nenner von Null verschie¬ 
den. Die Orthogonalität im positiv definiten Sinn für ein endliches Orthogonal¬ 
system mit N + 1 Polynomen (iV G 1^) kann auch durch 

C.2) — 2N — 1 < r < —2N + 1 mit s < 0 oder 
-2(N + l)(N + r-l) <r (3.3.7) 


erreicht werden. Wegen des negativen r wird in (3.3.4) - (3.3.6) r durch —r 
ersetzt. Das neue 


{do =) L[\] = 


rf + 2 

r(r + 1)(2-/) 


enthält wegen r < — 1 bei s < 0 einen negativen Zähler und Nenner, bei 
—2{N + l)(A[ 4" r — 1) < j- einen positiven Zähler und Nenner. Damit 
ist in beiden Fällen positiv. 
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